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Puissance d’'un point par rapport a un cercle

1. MESURE ALGEBRIQUE

On définit la mesure algébrique d’'un bipoint (A, B) dans un repére de la droite (AB) comme la
différence des abscisses x5 — x4 (voir figure 1). Dans le contexte euclidien qui nous intéresse ici, les
reperes des droites sont normés : la mesure algébrique ne dépend que de l'orientation de la droite (elle est
définie «au signe prés»). On notera cependant que le produit ou le quotient de deux mesures algébriques
sont quant a eux indépendants du choix du repére, puisqu’en cas de changement d’orientation les signes
des deux quantités considérées changent simultanément.

A B
XA AB=xp-x, *B

Figure 1

De la définition qui vient d’étre donnée, on déduit immédiatement que :

« Pour tout point A, AA=0.

« Pour tout couple de points A et B, BA et AB sont deux nombres opposés.
Plus généralement, on peut énoncer le

THEOREME 1
Soit A, Bet C trois points donnés sur une droite dans un ordre quelconque. On a l'égalité suivante (relation
de Chasles pour les mesures algébriques)

AC=AB+BC.

Démonstration
La vérification est immédiate.

AB+BC= (xg—x4) + (xc — xp),
:xc _xA,

=AC. n

Nous donnons maintenant deux compléments sur la notion de mesure algébrique, qui faciliteront
la compréhension de la suite.

Lien avec le produit d’un vecteur par un réel. — La notion de mesure algébrique est fortement liée a
celle de produit d’un vecteur par un réel. Si O et A sont deux points distincts, A un réel et M un point
quelconque du plan, on a I’équivalence

(OM = AOA) & (M € (OA) et OM = \OA).

Il sen déduit que le milieu I d'un segment [AB] peut étre caractérisé par des relations entre mesures
algébriques, qu’il est parfois intéressant de substituer aux égalités vectorielles correspondantes :

I est le milieu de [AB] & AI=1B= %E, (1)
& JA+IB=0. (2)

Lien avec le produit scalaire. — La mesure algébrique peut également intervenir dans 'expression du
cosinus d’'un angle et du produit scalaire. Précisément, si A et B sont deux points tous deux distincts du
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point O, le produit scalaire OA - OB peut étre défini par
OA-OB=0AxOBx cos(AOB). (3)

On désigne par H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA). La définition (3) permet d’affirmer
que le produit scalaire OA - OB est de méme signe que cos(AOB), soit positif, si 'angle AOB est aigu et
négatif si cet angle est obtus. Le point H appartient dans ce dernier cas a la demi-droite opposée a [OA)
(voir figure 2). On a donc:

OH/OB i AOB est aigu,

cos(K(—)\B) = o
—OH/OB si AOB est obtus.

En reportant dans (3) et en simplifiant par OB, on obtient une autre expression du produit scalaire :

OAxOH si AOB est aigu,

OA-OB= i
—-OAxOH si AOB est obtus.

On remarque alors que les demi-droites [OA) et [OH) sont de méme sens si AOB est aigu, et de sens
contraire si AOB est obtus. D’ol1 une expression du produit scalaire utilisant les mesures algébriques :

OA-OB=0AxOH. (4)

Figure 2

Remarques

1. L'angle noté AOB est un angle non orienté de demi-droites; autrement dit, il n’y a pas lieu de
distinguer AOB et BOA. Il en découle que le produit scalaire est commutatif (le terme « symétrique »
serait sans doute plus adapté).

On aurait donc pu tout aussi bien utiliser le projeté de A sur (OB).

2. L'indépendance du cosinus par rapport a I'ordre des deux demi droites [OA) et [OB) provient de
ce que cos(AOB) est égal au rapport de projection orthogonale, noté p([OA), [OB)), de la demi-droite
[OB) sur la demi-droite [OA). On sait en effet (C’est en général considéré comme un des axiomes de la
géométrie plane) que

p([OA),[OB)) = p([OB),[OA)).

3. Lorsque les points A et B sont confondus, on a
OA-OB=04-04,
=0A?x cos(m).
L’angle AOA est nul : on a donc cos(AOA) = 1 d'ot finalement

OA-OA=0A" =0AZ. (s)
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2. POINT ET CERCLE
2.1. Une définition

Etant donné un cercle , de centre O et de rayon r, et un point P quelconque, la puissance du point
P par rapport au cercle € est par définition le nombre

@(P) = OP? — 12 (voir figure 3).

E(P) = 0P? - 0A?
pour tout A € €

Figure 3

Par conséquent, la puissance d’'un point P par rapport a un cercle est :

« strictement positive si le point P est extérieur au cercle;

« nulle si le point P appartient au cercle;

« strictement négative et au minimum égale a —? si le point P est intérieur au cercle.

2.2. Avec une tangente

On se place ici dans le cas ol le point P est extérieur au cercle. Il est alors possible de s'intéresser
aux tangentes issues de P.

THEOREME 2
Soit un cercle € de centre O, un point P extérieur au cercle et T le point de contact de l'une des tangentes
a G issues de P. La puissance de P par rapport a € vaut

%(P) = PT?.

Démonstration
On pourra se référer a la figure 4. La droite (PT) étant tangente a &, le triangle OTP est rectangle
en T. D’apres le théoréeme de Pythagore, on a

&(P) =0P?*-0T? = PT?. ]

Figure 4
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2.3. Avec une sécante

Le point P est cette fois-ci quelconque. On considere alors une droite sécante au cercle et passant
par P (voir la figure 5).
THEOREME 3
Soit un cercle € de centre O, un point P quelconque et une droite passant par P sécante au cercle en A et
B. La puissance de P par rapport a € vaut alors

@(P) = PAxPB.

Figure s

Démonstration

Soit I le milieu de [AB] : AOB étant isocele en O, la droite (OI) est la médiatrice de [AB]. Les
triangles OIP et OI A sont rectangles en I. On a donc OP? = OI? + IP? et OA% = OI* + [ A%,

Par conséquent,

G(P) = PO* - 0A?,
= (OI* +IP?) - (OI* +1A%),
soit en réduisant,
E(P) = IP* - 1A%,
puis en utilisant une identité remarquable et les égalités (5) et (2)
@P) =PI -4,
= (PI+IA)(PI-1A),
= (PI+1A)(PI+1B),
et enfin, grace au théoreme 1
%(P) = PAxPB. m

Remarques
1. Il est remarquable que la quantité PA x PB ne dépende pas de la sécante choisie : autrement dit, si
deux sécantes passant par P coupent le cercle respectivement en A et Bet en C et D, alors

PAxPB=PCxPD.
2. Si P est intérieur au cercle, les demi-droites [PA) et [PB) sont de sens contraires : on retrouve le
fait que G(P) est dans ce cas négatif.

3. Une tangente issue de P, comme on 'a évoqué en 2.2, peut étre considérée comme une position
limite d’'une sécante pivotant autour de P, les point A et B étant alors confondus en T : on aura bien de
ce point de vue PA x PB = PT?.
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2.4. Utilisation du produit scalaire

On utilise ici la relation (4) pour donner une autre expression de la puissance d'un point par rapport
a un cercle (voir figure 6).

THEOREME 4

Soit un cercle € de centre O, un point P quelconque, et deux points de € diamétralement opposés A, et
A,. La puissance de P par rapport a € vaut alors

%(P)=PA, - PA,.

Figure 6

Démonstration

Tout d’abord, les droites (PA ) et (PA,) ne peuvent étre toutes les deux tangentes a €: en effet, deux
tangentes en des points diamétralement opposés sont paralléles disjointes et ne peuvent avoir le point
P en commun. Quitte a permuter A; et A,, il nest donc pas restrictif de supposer que la droite (PA;)
est sécante (et non tangente) a 6.

Soit alors B la seconde intersection de la droite (PA;) avec le cercle. Le segment [A; A,] étant un
diametre du cercle, le point B est le projeté orthogonal de A, sur (PA,;). On a donc d’apres 2.2

@(P) = PA, x PB,
= PA, -PA,. ]

Remarque. — On se persuadera facilement, en observant la figure 7, que le raisonnement précédent
est indépendant de la position de P par rapport au cercle.

Figure 7

2.5. Dans un repére orthonormal

On se place ici dans un repére orthonormal et 'on considére un cercle € de centre Q(a,b) et de
rayon r. On S’intéresse alors a 'expression de la puissance d’'un point M(x, y) quelconque par rapport
au cercle 6.
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THEOREME 5
Soit dans le plan rapporté a un repére orthonormal un cercle € de centre Q)(a,b) et de rayon r. Soit un
point M(x, y). La puissance de M par rapport a € est

B(M) = x* + y* —2ax—2by +a* +b* -

Démonstration
Ona

EM) = QM -r?
= (x—a)* +(y-bP - 12,
=x*-2ax+a*+y*-2by+b* —r?. [
De plus, en remarquant que M € € si et seulement si la puissance de M par rapport a € est nulle,
on établit le corollaire suivant :

COROLLAIRE

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, le cercle € de centre Q(a,b) et de rayon r admet pour
équation
x?+y*—2ax-2by+c=0,

ouc=a’+b*-r%

3. COCYCLICITE

On dit que quatre points distincts sont cocycliques s’ils appartiennent a8 un méme cercle (un tel
cercle est évidemment unique : ce que l'on affirme en disant que les points sont cocycliques est que
cercle circonscrit au triangle formé par trois quelconques de ces points passe par le quatriéme). On se
propose détablir le théoréme suivant (voir figure 8).

THEOREME 6
Soit quatre points distincts A, B, C et D tels que les droites (AB) et (CD) soient sécantes en P. Les points
A, B, C, D sont cocycliques si et seulement si

PAxPB=PCxPD.

Figure 8

Démonstration
Il s’agit de démontrer une équivalence. Nous procéderons donc classiquement en deux temps :
d’abord le sens direct, puis la réciproque.
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Supposons pour commencer que les points A, B, C, D soient sur un méme cercle 6. Alors les droites
(AB) et (CD) étant des sécantes au cercle contenant chacune le point P, on a

%(P)=PAxPB=PCxPD.

Réciproquement, supposons que PA x PB = PC x PD. Soit alors € le cercle circonscrit au triangle
ABC : il nous suffit de prouver que D € 6. La droite (CD) coupe le cercle en C et en un second point M
tel que

PCxPM =€(P)
=PAxPB
= PC x PD, par hypothése.

On en déduit que PD = PM, donc que D = M (P ne peut étre confondu avec C, car alors il serait lui
méme confondu avec A ou B). |

4, AXE RADICAL DE DEUX CERCLES
4.1. Définition

On s’intéresse ici a 'ensemble des points qui ont méme puissance par rapport a deux cercles non
concentriques donnés.

THEOREME 7

Etant donné deux cercles non concentriques €, et €, de centres et de rayons respectifs (Oy,1,) et (O,1,),
l'ensemble des points qui ont la méme puissance par rapport a chacun des cercles est une droite A per-
pendiculaire a (O,0,), nommée axe radical des deux cercles.

Figure o

Remarque. — Si les deux cercles sont concentriques et distincts, aucun point M du plan n'est tel
que 6, (M) = 6, (M), cest une conséquence immédiate de la définition de la puissance d’'un point par
rapport a un cercle.

Démonstration

Soit un point M du plan et H son projeté orthogonal sur la droite (O,0,). Nous supposons que
6,(M) = 6,(M); nous allons prouver que le point H occupe une position fixe (indépendante de M)
sur (0, 0,), ce qui prouvera que M appartient a la perpendiculaire en H a cette droite. Pour nous éviter
une réciproque fastidieuse, nous procéderons par équivalence. Désignons par I le milieu de [O,0,] et
exprimons I'égalité des puissances (voir la figure 9).

G (M) =C,(M) & O,M?*-r2=0,M>-+2,
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soit, en posant k = r — 3,

€, (M) = 6,(M) < O,M?-0,M2* =k,
= (O;M+0O,M)-(O;M -O,M) =k.

On remarque alors que

O, M +O,M = O,1 + 0,1 +2IM = 2IM

0, car I
milieu de [0, 0,]
et que
OIM - OzM = OIM + M02 = OIOZ'
On en déduit

€, (M) = 6,(M) & 2IM-0,02 =k,
— 2(IH+HM)-0,0, =k,

™
e 2IH-0,0,+2HM-0,0, = k.
0, car
(HM)L(0,0,)

Puisque les points I, H, O; et O, sont sur la méme droite, on peut passer aux mesures algébriques,
et on obtient finalement :

)
— TH=-1"2 (6)
20,0,

On en déduit que G, (M) = 6,(M) si et seulement si le projeté orthogonal H de M sur (O,0,)
occupe la position (fixe) définie par la relation (6). Lensemble des points M est donc la droite A per-
pendiculaire a (O, O,) passant par H. u

4.2. Détermination pratique

On s’intéresse ici a la position relative des cercles 6, et 6,.

Cercles sécants

Supposons que les cercles €, et €, soient sécants en deux points A et B (voir la figure 10). On a
G,(A)=%,(A)=0et 6, (B)=%6,(B) =0.

Les points A et B ont tous deux la méme puissance par rapport a chacun des deux cercles : 'axe radical
A de 6, et 6, est donc la droite (AB).

Cercles tangents

Supposons que les cercles &, et €, soient tangents (intérieurement ou extérieurement) en un point
T (voir la figure 11). On a €, (T') = 6,(T) = 0. Le point T'a la méme puissance par rapport a chacun des
deux cercles : 'axe radical A de 6, et &, est donc la droite perpendiculaire en T & (O, 0,).
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©,
% A
A
0O, H 0,
B
Figure 10
@,
A
ﬂ
w

Figure 11

S

Cas général

Il est toujours possible de tracer un cercle auxiliaire I' sécanta €, en A, et B;,a 6, en A, et B,, et de
telle sorte que les droites (A B, ) et (A, B,) soient elles-mémes sécantes en un point P (voir la figure 12).
On est ainsi ramené a des constructions ans le cas de cercles sécants.

Le point P appartient a ’axe radical de (A;B;) de &, et I, donc &, (P) = I'(P). De méme, %,(P) =
['(P) et par conséquent &, (P) = 6,(P). Le point P appartient donc a I'axe radical A de &, et &, : A est
la perpendiculaire a (O, 0,) passant par P.

A €,
@
P
0, H 0,
B
1 32
r

Figure 12

Dans un repére orthonormal

Soit un cercle €, de centre Q,(a,,b;) et de rayon r,, un cercle €, de centre Q,(a,,b,) et de rayon
r,. On suppose Q; # Q, et on nomme A I'axe radical de ces deux cercles. D’apres le théoréme 5 page 7,
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Iappartenance de M(x, y) a A se traduit par
x?+yr-2a;x-2b y+c; = x> +y*—2a,x-2b,y +c,,

olc,=al+b?—rietc,=a3+b3—r3.

Donc, apres simplification :
PeA = (ay—a)x+(b,-b))y+(c;—c,)/2=0.
L’axe radical A admet pour équation
(ay—a))x+(by—b)y+(c;—¢c,)/2=0,

ou l'on constate bien que A admet Q,Q), pour vecteur normal.

4.3. Centre radical

Lorsqu’au 4.2 nous avons, pour traiter le cas général, exploité 'idée d’'un cercle auxiliaire, nous avons
implicitement démontré le théoréme suivant (voir la figure 13).

THEOREME 8

Soient trois cercles 6, €, et I dont les centres sont distincts et non alignés. Les axes radicaux A de 6, et
6,, D, de G, et et finalement D, de €, et I sont concourants en un point P nommé centre radical des
trois cercles.

A G,
4
P
D, D,
T
Figure 13

Démonstration
On définit P comme intersection de 9, et 9, (le fait que les centres ne soient pas alignés garantit
l'existence de P) :

Pe9, = €,(P)=T(P) et
Pe9, = %,(P)=T(P),
dont on déduit que €, (P) = €, (P). Autrement dit P € A. [ |
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